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Sunto. Si presenta un metodo variazionale che consente di pro
vare T'esistenza di soluzioni classiche non banalj del1'equazione di Pois-

son semilineare
(*) Au + f(u) =0 in R , n=z22,

dove f: R > R & una funzione continua e dispari.

I risultati che si espongono sono dovuti a Strauss ([S]),
Coleman-Glazer-Martin ([C-G-M]), Berestycki-Lions ([B-L]) e a Berestycki-
-Gallouet-Kavian([B-G-K]).

Nel seguito si indichera sempre con F la funzione

t
F:R+>R , F(t) =/ f(o)do .
0

1. CONDIZIONI NECESSARIE PER L'ESISTENZA DI SOLUZIONI CLASSICHE NON BANA-
LI DI (*)

1.A.(Identitd di Pohozaev).Sia u e C(Z)(Rn) una soluzione di
(*) tale che

(1.1) ue WRY L Fu) e LRY).

Se indichiamo con SR la sfera di R" di centro 0 e raggio R > 0, e con v

la normale esterna a aSR, risulta (Du = gradiente di u):



(n-2) f ]Dul2 dx - 2n [ F(u)dx =
S

SR R

- R ([ |2—:12 do + 2 / F(u) do)
35

L R

n
Questa identita si ottiene moltiplicando (*) per inaiu(x)

i=1
e integrando, successivamente, su SR.
Integrando per parti il primo integrale al primo membro di

(1.2) e tenendo conto ancora della (*), si ricava

Ora, in forza della (1.1), riesce

+o
/n(|0u|2+F(u)|)dx / (/(]Du|2+ [F(u)])do)dR < + =
R 0 aSR

esiste quindi una successione Rk + + » tale che

lim RK/ (1oul? + |F(u)])do = O
k> + 9

Dalle (1.2) e (1.3) si ricava allora:



(1.4) (n-2) /n Du%dx = 2n /n Flu)dx ,
R

R
(1.5) Tim /ﬁ ((n-2)u f(u) - 2n F(u) dx =0
k> + e SRk :

In-definitiva:

a) se u # 0 & una soluzione (classica) di (*) verificante

(1.1) allora
(1.6) 3z >0 : F(g) > 0.

L'affermazione discenda dalla (1.4) nel caso di n 2 3 e dalla (1.2) nel

caso di n = 2;

b) se
(1.7) (n-2)t f(t) - 2n F(t) >0, pert =0,

allora (*) non ha soluzioni classiche non banali verificanti (1.1).

Cid segue immediatamente dalla (1.5).

Esempio. I1 problema

SAu -u+ ]u|p-1 u=0 in R", n

[\
w
.

(1.8)

+
8

Iu € CZ » 0<u(x) > 0 per |x|~
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n+2
n-2°
Infatti, se u @ soluzione di (1.8), risulta u(x), |Du(x)|=

non ha soluzione se p 2

& (e-ml

X .
|) per |x| »+« e per ogni me ]0,1[ (Cfr. ad esempio [L]).In
particolare allora u e Hl(Rn) %'F(u) € Ll(Rn). Qui f(t) = -t + |t|p_1t
2 I1p= o i o
e, quindi, F(t) = - %r + lﬁi?—— . Poiché riesce
p

(n-2)tf(t) - 2nF(t) = 2t2 + |t|p+1 ((n-2) - %2—1),

+
sepz ﬁ:% vale l1a (1.7) ed allora (1.8) non ha soluzione.

1.B. Se f e C(z)

e se f'(o) > 0, 1'equazione (*) non ha so-
Tuzioni classiche u tali che u(x) = O(T%T) per |x|+ + =, u e LZ(Rh).

Infatti, sia f'(o) =m > 0 e sia ue Cz(Rn) verificante (*)
e tale che u(x) = O(T%T) per |x| >+~ e ue L2(Rn). Allora
(1.9) (-5 + q(x))u = mu

dove q(x) = (m - fﬁﬂ)) = O(T%T) per |x| » + o,
Ma, per un risultato di Kato ([Kl, pag. 404), non esistono
u e C(Z)(Rn)fﬁ LZ(Rn) verificanti (1.9) conm > 0 e q(x) = O(T%T) per

|X|-> + o,

2. ESISTENZA DI SOLUZIONI CLASSICHE DI (*)

In questo paragrafo, utilizzando un metodo di minimizzazio-

ne vincolata, mostreremo i1 Teorema seguente.
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Teorema 2.1. Supponiamo:

(H.1) f: R > R, continua e dispari;

(H.2) Je > 0: F(g) >0 ;
(H.3) f(t) = -t + f,(t) con fl(t) =o(t) pert -0,

+ +
f,(t)=o(t1) per t > + ®, 1= %senzSJER senz 2,

Allora i1 problema

Au + f(u) =0 in R"
(2.1)
ue C2(Rn), 0<u(x) > 0pmx|++e, uz0

ha almeno una soluzione.

Nota 2.2. Le tecniche che useremo nel seguito si adattano, sen

za difficolta, al caso in cui, in Tuogo di (H.3), vale

. Iim f(t) _ Tim f(t)
(H.3") (a) <,90 raalt g 1t <-m<0

Tim  £(t)
(b) trto  t] <0

(Cfr. [B-L1). Nel caso di n = 2 1"ipotesi (b) pud essere ulteriormen-
te indebolita. Basta infatti supporre

1:2
(H.3')  (b')  f(t) =0(e" Jpert > +w, ao0.

(Cfr. [B-G-K]).
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Osservazione 2.3. Se G € H'(Rn) allora F(u) € L'(Rn). Infat

ti, per le ipotesi (H.1) e (H.3) riesce

[F(u)ls cClul® + Jui'™) e L RY

n L1+1

in quanto, per il Teorema di Sobolev, H'(R') o (Rn). Si verifica inol

tre, senza difficolta, che il funzionale

(2.2) Vi HHR™ = R, V(u) = / F(u) dx
Rn

(1)

& differenziabile secondo Fréchet in ogni punto, che & di classe C e

che

dv(u)(h) = / f(u) h dx, V¥h € H'(R").
Rn

E' inoltre immediato che anche i1 funzionale

(2.3) T: H'(R™) » R, T(u) =% / 1oul? dx,

RTI

@ di classe C' e che

dT(u)(h) = / Du . Dhdx , Whe Hl.
n

R
Ma allora u € H'(Rn) & soluzione debole di
(2.4) Au + f(u) =0

se, e solo, se u @ un punto critico del funzionale

(2.5) S=T-1V
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Ora, nella ricerca di punti critici di S si incontrano due or
dini di difficolta:-

i) S non & limitato, tanto inferiormente quanto superiormente

i1) S non ha proprietd di compattezza di tipo Palais-Smale, a
causa, essenzialmente, del fatto che la immersione di H'(Rn) in
Lp(Rn) (1sp< %?E) non & compatta.

D'altra parte, nel caso particolare di f(u) = -y + u3 e di n =3,
Coffman ([CI) ha provato 1'esistenza di una sola ue Hl(Rn) (unica a me
no di una traslazione sulle variabili x € R3) che minimizza i1 funziona-

le

.2 2
|
(u) = / (Bl + ) o
R3
sotto il vincolo

4 2
M={ue HR") ;1 = / % dxz/ (F(u)-%)dx}
RS RS

Per i1 Teorema diLyusternik sugli estremi condizionati, esisto

no allora ue Me A e R tali che

d (u) = Ad({v »% / v oaxy)
3

In altri termini, u & soluzione debole non banale dell'equa

1/3

: 3 . - .
Zione AU - u + Aau” = 0. La funzione v = u diventa allora soluzione de

bole non banale dell'equazione Av - vy * v3 =0 in R3.
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L'estensione del metodo degli estremi vincolati a situazioni
via yia pill generali di quella considerata da Coffman si deve a Strauss
([S1), Coleman-Glazer-Martin ([C-G-M]) e a Berestycki-Lions ([B-L1). Ta
1i estensioni si fondano sul seguente corollario del Teorema di Lyuster

nik sugli estremi vincolati.

Teorema 2.4. Sia X uno spazio di Banach reale e siano
1, ve ¢'Yx, R) tali che T(0) = V(0) = 0.
Supponiamo inoltre
i) T & sequenzialmente debolmente inferiormente semicontinuo,

T20, df(u) =0 seu=0, T(tu) < T(u) per 0 =t = 1.
ii) M = {u e X; V(u) = 1} @& una varieta regolare di X;
i11) esiste una successione (up) in M tale che

deb
T(u) =+ inf /M, u »u , V(uz1l

Allora esistono v € M e o > 0 tali che dT(v) = adV(v).

Dimostrazione. Siano (up) e u dati da iii).

Allora T(u) s inf T/M e V(u) z 1. Poiché 1'applicazione
10,113t > V(tu) € R & continua, vale O per t = 0 ed &2 1 per t = 1,
esiste oe [0,1]: V(ou) = 1. Allora o ue Me, quindi,T(ou) < inf T/M. In
definitiva v =ou & un punto di minimo di T/M e, per il Teorema di Lyuster-
nik, esiste A e R tale che dT(v) =dx V(v).

Poiché veE Me 0 ¢ M, deve essere 1 = 0. Proviamo che 1 > 0. Sup
poniamo, per assurdo, A < 0. Sia h € X : dv(v)(h) > 0 (dv(v) # O perché

M & una varietd regolare di X). Per 0 < t <1, si ha:

T(v+th) = T(v) + t(dT(v)(h)+0(1)) = T(v) + At(dv(v)h+ 0(1))
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e, quindi, poiché x <0, T(v + th) < T(v) per 0 <t <t e per un opportu

no t. Analogamente

V(v + th) = V(v) + t(dV(v)(h) + 0(1)) > V(v) = 1 per 0 < t < t e per un

opportuno t.

Esiste allora 6 € [0,1] tale che V(s(v + th)) =1 e
T(s(v + th)) = T(v + th) < T(v) = inf T/M. Cid & assurdo perché
s(v+ th) M.

Dimostrazione del Teorema 2.1. Nel caso n 2 3 applichiamo i1l

Teorema precedente con X = H'(Rn) econVeTdati da (2.1) e da (2.2).
La verifica di i) e di ii) & immediata, con la sola eccezione della pro
va che M & = p. A questo scopo siusa 1'ipotesi (H.2).

Verifichiamo 1a iii). Sia (V'p) una successione in M tale che

Tim T(v_) = inf T/M = 1. Se (u ) indica la simmetrizzata radiale di
prtw P P

1.-n
v, allora 0 = € H(R'), V(u) = V(v e T(u ) = T(v_). In particola
4 by (RV) (p) (p) (p) (p) n particolare

(u»p) € ancora una successione minimizzante di T/M.

1

Senz3 (up) & limitata in H (Rn). Infatti, per 1'ipotesi

t
(H.3), se F,(t) =/f1(s)ds, si ha
0

12
~u’pd = F dx -V <
/Rn2uppx /Rn '(up) X (up) .

IA
o
=
—

za di Poincaré-Sobolev) <

/n uldx + o HDuI]I]_+1 3
R" P 2

s

=
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quindi

141
f u2dx§4Cl(2T(u N
R" P

Cid prova la limitatezza di (up) in L, e, quindi, in Hl. D'al

2
tra parte, se n = 2, posto

* = - -1
u p(x) up(apx) s 6p (”up”Lé) 5

si ottiene T(u* ) = T(u_) e |ju* ||[L, = 1.
() = T(w) e fue L,

In questo caso basta allora sostituire (up) con (u*p) per ot-
tenere una successione minimizzante limitata in Hl.
Ora, poiché (u_ ) & limitata in Hl, eventualmente passando ad
P deb
—— U, u_ > u g.d..

1 p
5 Rich?amiamo anzitutto i seguen-

una sottosuccessione possiamo supporre u

(*)

Verifichiamo che V(u) = 1
ti Lemmi ([S] , pag. 155-156).

Lemma (comportamento asintotico delle funzioni radiali di H').
Seue H1 é radialmente simmetrica, allora

r(n-1)/2 n
s ¢ fullt T2 e, x|

[\
el

(C ed RO indipendenti da u).

(*) sen =2, i1 procedimento si modifica cosi: M = {ue H1: u =0, V(u)=0}.
Si dovra allora provare che V(u) z 0.
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Lemma (compattezza). Siano P e Q e C(R, R) tali che
P(s)/Q(s) ~ 0 per s » + = e per s + 0. Sia (up) una successione di fun

L A |
zioni misurabili in R tale che

S / dx <+« , P(u vqg.d.,
gp o IO(up)I (p) + Vg

up(x) > 0 per |x|+ =, uniformemente in p.
Allora P(u ) » v in L, (R").

Poiché, grazie all'ipotesi (H.3),

Fi(s)
-W >0pers>0epers++w
S + |s

e poiché, per la disuguaglianza di Sobolev

2 +
supf (up+]u|]1)dxgc sup fJu ||,1 < 4=,
p R" P p P

in virtd dei due Lemmi precedenti, riesce

Tim /R" F,(up)dx = /R" Fl(u)dx

p->+co

Pertanto:
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;/2 Tim . 1 2
> Jn Y dx + /Ln F,(u)dx z - g = (E o updx + . F,(up)dx)

Tim  V(u_ ) = 1.
p->+co

V(u)

Sono quindi verificate le ipotesi del Teorema 2.4. Esistono
allora A > 0 e ve M: dT(w) = adV(v).
Osserviamo inoltre che v 2 0 e v£0 (veM). La funzione

u(x) = v —1; ) & quindi soluzione debole non banale e non negativa di

(*).
(2)

Mostriamo infine come si prova la regoalrita C di u. Po-

f . ©
sto q = 'ﬁ!) riesce q € Ln/2 +L e au + q(x)u = 0. Allora, per un ri-

sultato di Bézis-Kato [B-KIl, ue LP (Rn) vp e [1, +=[ e, quindi,

p n Toc
loc (R )VPE [1’ oo [,

2,p
Toc

anche f(u)e L

Ne segue che u e W (R") per ogni pe[l, +=[ e quindi
uecR") Veelo,1L
La regolarita C

(2) di

= w(Ju)), risutta v+ 2y 4 £(v) = 0.

u segue ora dal fatto che, posto u(x) =

Osservazione 2.5. Soluzioni positive dell'equazione di Pois-

L S | B
son semilineare in R, si possono trovare anche seguendo un metodo dua
le rispetto a quello utilizzato in precedenza. Precisamente si possono

trovare soluzioni di (*) studiando i1 problema

(2.6) max V., N = {ueH' (Rn); T(u) = 1}
N

La varieta N & il bordo della sfera unitaria di A = chiusura
di C:(Rn) rispetto alla norma HDuHL (R")*

Utilizzando la teoria dei punti critici fondata sul princi-
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pio di minimax, adattando opportunamente alcune tecniche sviluppate da
Rabinowitz in [R] Berestycki e Lions [B-L] hanno provato che i1 funzio

nale V ha infiniti punti critici su

Nr ={ue N/ uradialm. simm.};

di qui essi hanno successivamente dedotto 1'esistenza di infinite solu
zioni (non necessariamente = 0) dell'equazione (*), generalizzando pre

cedenti risultati di [C], [S], ecc.

Osservazione 2.6.. Le tecniche presentate nelle righe prece

denti non sono applicabili ad equazioni non autonome del tipo seguente
(2.7) Au + f(x,u) =0,

né alle equazioni ellittiche semilineari a coefficienti variabili come

la seguente
(2.8) 8. (AL(x) a.u) + F(u) = 0
i © 9 !

I1 problema di determinare soluzioni su tutto R" per equazio-
ni generali del tipo (2.7) e (2.8), per quanto ci risulta, & ancora aper
to.

Concludiamo indicando un esempio di applicazione del Teorema
2.l

Esempio 2.7. Consideriamo i1 problema
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Au - u + xlulp_lu - ululq-1 u=0 in R"

ue C2, 0 <u(x) >0 per |ul++=, u =0

p,q > 1, xeu > 0, n 2 3. In questo caso sono soddisfatte Te ipotesi
+
del Teorema 2.1 se 1 < g < p< E:% .

Se q = %%% < p vale 1a (1.7) ed allora (2.9) non ha soluzione

(ricordiamo che ogni soluzione di (1.9) & esponenzialmente decrescente al

A

1'infinito).

Se p < g allora (2.9) ha soluzione se, e solo se, A e u sono
tali che valga (1.6).
n+2
n-1
non ha soluzione ([N-S]).

Infine, se <p<aq, Ni e Serrin hanno provato che (2.9)
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